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Резюме: Доказана е теорема за устойчивостта на движението на екваториален спътник на 
кръгова орбита под действието на гравитационен потенциал. Доказателството е направено на 
базата на теорема на Раус, посредством методите на Хамилтоновата механика. Определени са 
орбиталните параметри на спътника, при които движението е устойчиво.  
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Abstract: A theorem for stability of equatorial satellite motion on circular orbit under the influence of 

gravitational potential is being proved. The proof is on the bases of the Rouse Theorem, using Hamiltonian 
mechanics methods. Stable motion satellite orbital parameters are determined. 

 
 
Въведение 

 

В настоящата работа е използван Хамилтоновия подход при изучаване на движенията 
на небесните тела [1]. Теорията на Хамилтоновите системи служи за основа на аналитичните и 
числените изследвания на движенията в небесната механика [2]. Поставена и успешно е 
решена математическата задача за устойчивост на движението на екваториален спътник по 
кръгова орбита, в гравитационно поле на сплесната при полюсите планета, като се използва 
теоремата на Раус. 

Голям клас от механични системи не съдържат някои координати в израза за 
кинетичната си енергия, това са така наречените циклични координати. Останалите координати 
на системата се наричат позиционни. Следваме [3]. 

Нека sqq ...1  са позиционните, а m ...1  са цикличните координати. Уравненията на 

Лагранж за цикличните координати са 
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където 
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F  са обобщената сила, съответстващи на цикличната координата j , kE  е 

кинетичната енергия на системата. Тъй като  



 172

(2) 0



j

kE


 и 0

j
F          

следва, че 
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От уравненията на Лагранж следва, че обобщените импулси, съответстващи на цикличните 
координати остават постоянни през цялото време на движението 
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Интегралите на движение (4) могат да се използват при съставянето на функцията на Раус по 
формулата: 
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Теорема на Раус: Ако в стационарното движение потенциалната енергия на 

приведената система 0

~
RUW   има минимум, тогава движението е устойчиво относително 

позиционните координати  jq  и скорости jq , за смущения ненарушаващи стойностите на 

цикличните интеграли. 
 
Изследване устойчивостта на стационарното движение на екваториален спътник 

на планета, посредством използването на функцията на Раус. 
 

Решаването на поставената задача се осъществява по схемата   предложена в 
монографията на Меркин [3]. 

Теорема. Ако спътник на планета се движи по кръгова орбита в поле с потенциал 

3RR
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U


 , тогава стационарното движение  е устойчиво по отношение на   ,,,, RR  при 

условие за радиуса на орбитата .
3
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Доказателство: 

Разглеждаме движението на спътника в сферична координатна система   ,,R  с 

център O  съвпадащ с центъра на планетата. Кинетичната енергия се представя с израза: 

(6)  ,sin
2

222222   RRR
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 потенциала на полето има вида [4]:  
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R -разстоянието от масовия център на спътника до O .  mMmk   , където   е 

универсалната гравитационна константа, M - маса на планетата, m - маса на спътника, 

3

2  eMR
 , където eR  е екваториалния радиус на планетата, 
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 , pR  -

полярния радиус на планетата,  -ъглова скорост на въртене на планетата, eg - планетно 

ускорение на екватора. 
Цикличната координата   съответства на интеграла 

(8) .sin 22 constmR
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От уравнение (8) изразяваме   и заместваме израза в уравнението за кинетичната енергия 
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Образуваме функцията на Раус 
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Като извършим съответните преобразувания се получава 
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Функцията на Раус може да се представи като сбор от три функции 
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Определяме потенциалната енергия на приведената системата 

(14) 


 
22

2

30 sin2

~

mR

p

RR

k
RUW       

Изразяваме условията за съществуване на стационарно движение: 
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Лесно се съобразява, че системата (15) се удовлетворява от следните стойности на 
променливите  
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В сила е и следното отношение за скоростта на въртенето на ридиус-вектора 
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Разглеждаме малки в сравнения с единицата отклонения от стационарното състояние на 
системата 

(18)  0RR ,  
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Разлагаме 0WW   в ред на Тейлър, по степените на отклоненията от стационарните стойности 

на променливите 
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Отчитат се уравнения (9) като израз (13) приема вида 
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Частните производни в уравнение (20) имат вида  
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Заместваме така намерените частни производни и се достига до израза 
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От уравнение (22) се вижда, че функцията W  има минимум за 
k

R
3

0   , понеже 0WW   е 

положително определена функция и е непрекъсната по отношение на стойността на интеграла 
на цикличната променлива. В съответствие с теоремата на Раус твърдим, че стационарното 

движение с така зададените параметри на спътника е устойчиво по отношение на   ,,,, RR . 

 
Заключение 

 

Посредством теоремата се доказва се, че при обичайните за Слънчевата система 
двойки планета – спътник (звезда – планета), кръговото движение в екваториалната равнина 
спътник е устойчиво. Конкретните параметри на условието за устойчивост на движението са от 
практическо значение за движениеята на изкуствените спътници. Резултатът може да се 
приложи и за търсенето на планети извън Слънчевата система, където например могат да 
бъдат наблюдавани планети с радиус близък до юпитеровия, но орбити доста по-близки до 
централното тяло [5].  
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